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CLASA A XI-A
SOLUTII ST BAREMURI ORIENTATIVE

Subiectul 1. Dacid A € My (R), si se arate ci det(A? + A+ I3) > Z(l —det A)?.

Solutie. Fie p(X) = det(A — XI5) = X? —aX +b (unde a = tr A,b = det A), polinomul
caracteristic al matricei A. Atunci det(A4% + A + I) = det(A — elr)(A — £215) = p(e)p(e?),

unde € este o radacina nereald cubica a unitatii. ............ i 4p
Rezulta det(A2 + A+ 1) = (2 —ac+b)(e —ac®? +b) =a’ +a(b+ 1)+ b2 —b+1 ........ 2p
Functia in a are minimul 2(b—1)% ... ... . 1p

Subiectul 2. Fie A, B € M, (R). Sa se arate ca rang A+ rang B < n, daca si numai daca
existd matricea inversabila X € M, (R), astfel incat AXB = O,,.
Solutie. Daca AXB = O,, si X este inversabila atunci, folosind inegalitatea lui Sylvester,
0 =rang (AXB) > rang (AX) + rang B — n > rang A + rang X + rang B — 2n
=rangA+rangB —n........ .. 3p
Reciproc, si presupunem ca rang(A) = a, rang(B) = b, a + b < n. In acest caz, existd
matricele inversabile P, Q), R, S astfel incat

o [a Oa,n—a _ On—b,n—b On—b,b
PAQ = On-v On-ana )’ RBS = < Oty I ) .............. 3p
Rezulta PAQRBS = O,,deunde AXB=0,,cu X =QR.........cc. ... 1p

Subiectul 3. Fie (z,)n>1, (Yn)n>1 doua siruri de numere reale strict pozitive, astfel incat,

pentru orice n € N*,
Tn +Y |22 + 2
Tn+1 > = 2 n7 Yn+1 > %

a) Sa se arate ca sirurile (z,, + yYn)n>1 §i (Tn¥Yn)n>1 au limita.
b) Sa se arate ca sirurile (2,)n>1, (Yn)n>1 au limita si limitele lor sunt egale.
Solutie. Fie s, = xp, + Yn, pn = :Enyn

a) Avem z,,1 > + 5 Sn = /P> Ynt1 > 1 5 8n = \/Dn, de unde $,,41 > 8y, Ppg1 = P 2p

b) Daca (sp)n>1 — 00, atunci (:L'n)n>1 — 00, (Yn)n>1 = 00 vttt 2p
Daca (sp)n>1 — s € R, atunci sirul p, este marginit superior de 43 de01 are o limita
finita p < isz Pe de alta parte, din ipoteza rezulta p,+1 > i deci s2 = 4p. Deoarece
T, Yn € {5( sn + /82 —4pn )}, reiese |z, — 2s,| = |y — 2s,| = \\/s% —4p,| — 0, de unde
(Tn)n>1 — 28 (Yn)n>1 — 25 ............................................................ 3p

Subiectul 4. Sa se determine pentru ce valori ale lui a € [0,00) exista functii continue
f R — R, astfel incat f(f(z)) = (z — a)?, pentruorice z € R.

Solutie. Daci a = 0, atunci avem functia datd de f(z) = |&[V2...................... 2p
Apoi, restrictia functiei la [a, c0) este injectiva iar f este continud, deci este strict monotona
pe [a, 00); analog pentru (—oo, a]. Cum f nu este monotona pe R si este nemarginita superior,
f este strict descrecatoare pe (—oo,a] si strict crescatoare pe [a,00) ... ..o 2p
Astfel f([a,00)) = f((—o00,a]) = [f(a),o0) si a este punctul (unic) de minim absolut, deci
fla) < f(f(a)) = 0. Daca f(a) =0 = f(f(a)), atunci a = f(a) = f(f(a)) = 0. Aratam ca
situatia f(a) < 0 este imposibils. Intr-adevir, in acest caz fie b > a astfel incat f(b) < 0.
Atunci, exista ¢ € (a,00) astfel incat b = f(c), de unde (c — a)®> = f(f(c)) = f(b) < 0
IMPOSIDIL . . 3p



